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Apresentacao

Nesta aula, continuaremos o nosso estudo sobre matrizes. Nela, nos
concentraremos em matrizes quadradas. Iremos aprender alguns
conceitos como o determinante de uma matriz, cofatores, o que é e como
calcular uma matriz adjunta e uma matriz inversa.

° Video 01 - Apresentagdo

Objetivos
Ao final desta aula, vocé sera capaz de:

e (Calcular o determinante de uma matriz de qualquer
ordem.

e Calcular uma matriz adjunta e através dela obter uma
matriz inversa.

e Conhecer as propriedades do determinante e da
matriz inversa.

Conhecimentos Prévios Necessarios (Pré-
requisitos)

Somatérios e produtérios sdo operadores matematicos que nos
permitem representar, respectivamente, somas e produtos de varios
elementos. O somatoério € representado pela letra grega sigma (Z):

n
ZXi =Xm + Xm+1 T X2 + o0+ X1 T X5

i=m



Onde vemos que o indice i de X; ird tomar os valores de m a n dentro
do somatorio. Se quiséssemos somar, por exemplo, os 8 primeiros
numeros, fariamos:

8
zp=1+2+3+4+5+6+7+8

i=m

Ja o produtério é representado pela letra grega pi (r):

n
[1% =50 o1 iz - o 3013

i=m

Onde vemos que o indice i de X; ird tomar os valores de m a n dentro
do produtério. Entdo, se quiséssemos multiplicar os 5 primeiros nimeros,
fariamos:

5

Hi=1-2-3-4-5

i=m

Determinante de uma Matriz

Vocé ja ouviu falar em determinante de uma matriz? Determinantes
sao definidos para matrizes quadradas. O determinante de uma matriz
quadrada € um numero associado aos elementos dessa matriz. Nesta
aula, vocé vera que o calculo do determinante é importante para
definirmos se uma matriz tem inversa. Determinantes também podem ser
usados no calculo da area de um paralelogramo e do volume de um
paralelepipedo, a partir da associa¢do entre os elementos que compdem
as matrizes e os vértices que definem essas figuras geométricas. Além
disso, o determinante é importante para resolucdo de sistemas de
equacdes, porém esse assunto foge do escopo da nossa disciplina. Se
vocé tiver curiosidade, pode pesquisar sobre a Regra de Cramer.



Determinantes de Matrizes de Primeira Ordem

No caso de uma matriz de primeira ordem, seu determinante
corresponde a seu Unico elemento. Assim, se A|x; = [a;1], entdo,
det(A) = aq;.

Determinantes de Matrizes de Segunda
Ordem

Dada uma matriz A de segunda ordem:

ap  an
Apx2) = [a ; ]
21 axn

Definimos seu determinante det(A) como a diferenga entre o produto
dos termos de sua diagonal principal pelo produto dos termos de sua
diagonal secundaria:

det(A) = ayy - axn —ayp - ax

Por exemplo,

det([ 3 7]>=3-2—7-(—1)=6+7=13
-1 2

Em alguns casos, por simplicidade, denotamos o calculo do
determinante somente escrevendo a matriz entre duas barras verticais.

3 7
Ou seja, no exemplo anterior, ao invés de escrever det <[ | 2] >

escreveriamos

1 ‘ para indicar que estamos calculando o

determinante da matriz em questdo.



Determinantes de Matrizes de Terceira Ordem

No caso de uma matriz de terceira ordem, utilizamos a Regra de
Sarrus (O matematico Pierre Frédéric Sarrus foi professor da Universidade
de Strasbourg (Franca)_ e membro da Academia de Ciéncias de Paris. Ele
desenvolveu varios tratados, entre os quais a solucdo de equagdes
numeéricas de multiplas variaveis e integrais multiplas, além do calculo de
determinantes para matrizes de terceira ordem, que leva seu nome.) (l1é-se

sarri) para calcular o determinante:

air  dip ais
Aax3) =|ax  axn ax

asy  dizp  asz

det(A) = (ay; - ax - asz +ajp - a3 - asz; +ajz - ax - as)
—(ap - ay -asz +ap - axy -asxp +apiz-axn - as)

Para evitar termos que memorizar esse calculo, descreveremos essa
regra de uma maneira alternativa. Dada a matriz A anterior, inicialmente
repetiremos as duas primeiras colunas de A, ap6s sua terceira coluna,
para obter uma matrizA" com 3 linhas e 5 colunas:

aipy dip aiz adir ap
l4
A(3><3) =lax ax»n a3 az an

a3 d4dzx d3z  d3r 4z}

Em seguida, fazemos como se fossem 3 matrizes 3 X 3: A" com as 3
primeiras colunas, A’zcom as colunas de 2 a4 eA;5 com as colunas 3 a 5.
Calculamos entdo s;, a soma dos produtos dos elementos de cada
diagonal principal (qQue atravessa a matriz do canto superior esquerdo
para o canto inferior direito) e 55, @ soma dos produtos dos elementos de
cada diagonal secundaria (que atravessa a matriz do canto superior direito
para o canto inferior esquerdo), conforme ilustrado a seguir:



a1 612 G13 Q11 (12
AEaxm = a1 Gg2 0Gg3 Og] O22
31 dgz 0Gg3 031 032
s1 = (@11 - @22 - azz + a2 - as3 - @31 + a1z - asy - aza)
s2 = (@12 - az1 - az3 + a1 - a3 - a32 + 13 - a22 - A31)

O determinante de A, det(A), serd dado pela diferenca entre s; e 57:

det(A) =51 —sp = (ay; - axp - asxs +ap -ax; -as +aps-ax - asn)
—(ap - ay ~as3+ay -axp-azp+api-axn-a)

Exemplo 1

Dada a matriz de terceira ordem, qual seu determinante?

A(B x3) =

O WD W
D o0

6
0
1
Solucdo

!/

Pela regra de Sarrus, inicialmente formamos uma nova matriz A(3><5):

ABx35) =

O WD W
[\O e eI |

6
0
1

O WD W
[\O e eI N |

Entdo, calculamos a soma dos produtos s;, do canto superior
esquerdo para o canto inferior direito:

s51=3-8:-1+7-0-94+46-5-2=244+0+60=284

e a soma dos produtos s,, do canto superior direito para o canto
inferior esquerdo:



$2=T7-5-143-0-246-8-9=354+0+432 =467

Portanto,

3 7 6
det|| 5 0||=84—-467 = -383
9 2 1

oo

Determinantes de Matrizes de Ordem
Qualquer

Determinantes de matrizes de ordem maiores que trés sao calculados
utilizando métodos que decompdem a matriz original em matrizes de
ordens menores para as quais os determinantes podem ser calculados
com maior facilidade. Um método bastante conhecido é o Teorema de
Laplace, um procedimento de decomposicdo que pode ser aplicado a
qualquer matriz A,,x,. O procedimento descrito pelo Teorema de Laplace
utiliza o conceito de cofator. O cofator de um elemento a;;, cof(a;j), é
dado por:

cof (ay) = (=)™ - det(A;)

onde A;; é a matriz obtida quando eliminamos a i-ésima linha e a j-
ésima coluna de A. Como exemplo de calculo de cofatores, considere a
seguinte matriz:

ailr diz di3 dig

A _| a1 ax ax axu
(4x4) =
azy az  azz Az

| 41 a4 aq3 Q44

e seus cofatores



az; A4zz A4
142
cof (an) = (=1) T2 det az|y azz  asg €
agr 443 444
aip a3z dig
= (=1 242 det
cof (axp) = (=1) € ail aszy  dzy

ajgr Q43 444

Como A;; é uma matriz de ordem n — 1, podemos calcular det(A4;))
aplicando-se o Teorema de Laplace repetidamente até chegarmos a um
determinante que possa ser calculado por um procedimento simples.
Parece complicado, mas com um pouco de pratica vocé vai tirar de letra
esses calculos.

° Video 02 - Cofator de matrizes

Exemplo 2

Qual o valor do cofator cof (a13) da matriz a seguir?

0 0 20 0
37 23 6
A =15 o 5
9 2 5 1]

Solucéo

De acordo com o que discutimos anteriormente, temos que:
3 7 6
cof(arz) = (=D -det|[5 8 0
9 2 1

Sabemos do Exemplo 1 que




6
det 0f|=-383
1

O WD W
[\O e eI |

Dessa forma, podemos afirmar que:

cof(ai3) = (=1)'* - (=383) = (=1)* - (-383) =
1-(=383) =-383

Portanto, cof (a13) = —383.

Agora que vocé ja sabe como calcular o cofator de um elemento de
matriz, vamos explicar como aplicar o Teorema de Laplace, que vai nos
permitir calcular o determinante de matrizes quadradas de qualquer
ordem. Inicialmente, devemos escolher uma linha ou coluna da matriz
original. O determinante sera dado pela soma dos produtos de cada um
dos elementos da linha ou coluna escolhida por seu respectivo cofator.
Assim, para uma matriz de quarta ordem, o calculo do determinante, a
partir da primeira linha, sera dado pela seguinte expressao:

aip  diz a3z a4
a a a a

det 21 22 23 24 || =
a3l dsx dzz  dz4

Ay ap a3 Q44
air - cof(an) + arn - cof (arz) + ais - cof (ai3) + ais - cof (as)

Portanto, o problema de calcular o determinante de uma matriz de
quarta ordem se reduz ao calculo de quatro determinantes de matrizes de
terceira ordem (um para cada cofator). Observe que quanto mais
elementos nulos existirem na linha ou coluna escolhida, menor o numero
de cofatores que teremos que efetivamente calcular. Generalizando, para
uma matriz quadrada de ordem n e considerando o calculo com base em
sua primeira linha, o determinante sera dado pela seguinte expressao:

n

D = (ag - cof (ay))

j=1



° Video 03 - Teorema de Laplace

Exemplo 3

Qual o determinante da seguinte matriz?

0 0 20 0]
3 7 23 6
Ao =5 o 5
9 2 5 1|

Solugdo

Como a matriz apresentada é de quarta ordem, calcularemos seu
determinante utilizando o Teorema de Laplace. Escolheremos a primeira
linha da matriz como base para o calculo do determinante (pois, dentre
todas as linhas e colunas, é a que possui mais zeros). Dessa forma, temos
que

0 0 20 O]
3 7 23 6

det =ayy - cof(ayy) + aypp - cof(ap) +
s 8 2 0 11 - cof (arr) + az - cof (arn)
(9 2 5 1

as - CO_f(Cll?,) + a4 - cof (ais)

=0 - cof(ai) + 0 - cof (ai2) + 20 - cof (a13) + 0 - cof (ai4)

Note que a escolha da primeira linha simplifica nosso calculo, ja que o
valor do determinante dependerad apenas do cofator cof(a;3),uma vez
que os demais cofatores podem ser ignorados, pois seus valores serdo
multiplicados por zero. Entdo, fique sempre ligado na linha ou coluna que
tenha o maior numero de zeros para diminuir o seu trabalho!



Do Exemplo 2, sabemos que cof(a3) = —383. Dessa forma, temos
que:

0 0 20 O]
3 7 23 6

det =0-cof(a;1) +0-cof(an) +
s 8 2 0 f (ai1) f (a12)
9 2 5 1

20 - cof(a13) + 0 - cof(aya)
=04+0+4+20:cof(a;3)+0

=20 - (—383)
= —7660
[0 0 20 O]
portanto, det 307236 = =7660
5 8 2 0
9 2 5 1]

Propriedades de um Determinante

A seguir, mostramos algumas propriedades de determinantes para
matrizes quadradas de ordemn > 2:

e Dada uma matriz identidade [, det(/,)) = 1.

e Se uma linha ou coluna de A é composta de zeros, entdo,
det(A) = 0.

e Se duas linhas ou colunas de A sdo iguais, entao,
det(A) = 0.

e Se uma matriz quadrada de ordem n possui duas linhas
(ou colunas) m e [, tais que uma é multipla da outra, ou
seja, apmj = k- aj;,j €1 --nay, =k-ay,i €1 -n)
entdo, det(A) = 0.

e Dada uma matriz A, seu determinante é igual ao de sua
transposta: det(A) = det(AT).



e Se A é uma matriz triangular superior ou inferior de
ordem n, entao,

n

det(A) = H a;i

i=1

e Se ao multiplicar uma linha ou coluna de A por um
numero k, obtemos B, entdo, det(B) = k - det(A).

e Se B =k - A para algum nimero k, entdo,
det(B) = kn - det(A), sendo n a ordem da matriz A.

e Se A e B sdo matrizes quadradas da mesma ordem,
entdo, det(A - B) = det(A) - det(B).

e Se ao permutarmos duas linhas ou colunas de A, obtemos
B, det(B) = — det(A).

Essas propriedades sao importantes porque nos permitem simplificar
o calculo de determinantes.

o Video 04 - Propriedades dos determinantes

Atividade 01

1. Para testar seus conhecimentos, calcule os determinantes das
seguintes matrizes:

a. [45]

] 54 12
170 21



0O 2 1
c¢|7 3 6

8 2 5

(0 -2 2 1]

7 1 3 6
d.

1 0 5 0

'8 4 2 5

Matriz de Cofatores e Matriz Adjunta

Dada uma matriz quadrada A,,x,, sua matriz adjunta, denotada por
adj(A), é a transposta da matriz de cofatores de A, cof (A):

adj(A) = (cof(A)"

ay  ap v Aip [ cof(an) cof(an) - ¢
a ap - cof(az1) cof(axn) -+ ¢
onde cof =
| dm1 am? i Amn | B Cof(aml) Cof(am2) C
Exemplo 4
3 7 6
DadaamatrizA =5 8 0 |qual matriz corresponde a adj(A)?
9 2 1
Solugdo

Primeiro, devemos calcular a matriz de cofatores:

adj(A) = (cof(A)"



3 7
cof [| 5 8
9 2

> (—1)1+2-det<

> (—1)2+2 - det <
132

E 0_) =D det(-

(—1)!+1 . det (

(=1)>! . det <

DN I \S R B S Ie )
AN = N = O
DN W O W O W —= O &N

(=1)3*! . det <

S N = O = O

) (_1)1+3 - de
) (=1)*3 - de
) (_1)3+3 - de

1-8-1-2-00 1-5-1-9-0) 1-(5-2-9-8)
=|-1-7-1-2-6) 1-3-1-9-6) -1-3-2-9-7)
1-(7-0-8-6) —-1-3:-0-5-6) 1-(3-8-5-7)

8 -5 -62
= 5 =51 57
—-48 30 -11

Em seguida, calculamos adj(A) transpondo cof (A):

Atividade 02
0 2 1
1.Dadaamatriz| 7 3 6 |, quanto vale adj(A)?
8 2 5

° Video 05 - Atividade 02




Inversa de uma Matriz

° Video 06 - Divisdo de Matrizes

, . -1 ,
Dada uma matriz quadrada A,;x,, sua inversa A, 5, € uma matriz tal

que AA~' =A"'A =1,. Para que uma matriz A seja invertivel, seu
determinante det(A) deve ser diferente de zero. Dada uma matriz A tal
que det(A) # 0, sua inversa A~! é dada por:

1
Al = —— . adjA
dera) YA

° Video 07 - Exemplo

Exemplo 5

Qual a matriz inversa de

O Whn W

[\O NN NN |

_ O O
~J

Solugdo

Essa matriz foi apresentada como exemplo quando apresentamos o
calculo dos determinantes e das matrizes adjuntas. Vimos que:




3 7 6
det|[5 8 0]|]|=-383¢
9 2 1
3 7 6 8 5 —48
adj||5 8 O|l=]| -5 -51 30
9 2 1 -62 57 -—11
portanto
3 7 6 | 8 5 —48
5 8 0 =<—%>- -5 =51 30
9 2 -62 57 -—11
8 5 48
383 383 383
_| s 51 _ 30
| 383 383 383
62 57 11
383 383 383

Podemos verificar a propriedade da inversa mostrando que
AATl =A71A =1,

8 s 48

3 7 6 383 383 383
5 8 0] =& 2% =
9 2 1 62 7 A
383 383 383
3o (=) + 7 (35) +6- (5) 3-(=5%)+7(55) +6-
5+ (-3k5) 8- (35) 0+ (45) 5+ (—5i5) # 8- () #0-
9 (=) +2- () + 1 (5) 9 (=5) +2- (55) +1-(
1 O O]
0O 1 O
0 0 1



8 5 48

383 383 383 3 7 6
= 2 = |5 8 of=
062 _7 1 9 2 1
383 383 383
(~5i) 3+ (555) 5+ () -9 (=) -7+ (=535) -8+ (
(55)-3+(2)-5+(&)-9 (55) 7+ (2) -8+ (==
(55) 3+ (=55) 5+ (i) 9 ) 7+(=55) -8+ (5
I 0 O
0O 1 O
0O 0 1
3 7 6
Logo, comprovamos que a inversa de 5 8 0 e
9 2 1
[ _ 8  _5 A48
383 383 383
S S _30
383 383 383
62 _ 7 AL
L 383 383 383

° Video 08 - Matriz Inversa

Propriedades de uma Matriz Inversa

Dada uma matriz A invertivel, temos as propriedades apresentadas a
seguir.

e O determinante de uma matriz invertivel é diferente de
zero. Logo, det(A) # 0.

e Sua matriz inversa A~! é Unica.



e Sua matrizinversa A~! é também invertivel e

A~H"1 = A,

e Sua transposta AT é também invertivel e

AH='=@hr.

e O produto de sua inversa por sua transposta,A‘lAT, é

também invertivel.

e Para qualquer nimero k, onde k # 0, (

K-At=k1.41

e Sejam Ay, Ay, -, A,, matrizes invertiveis. Entdo,

A1 -Ay - e Ay A =@ AT

e Seja B uma matriz tal que (A - B) é invertivel.Entdo,

A-B)'=B"1.A"1

e Se Atem umainversa A™!, entdo, det(A~!) =

Atividade 03

2 3 5
DadaamatrizA=|6 7 5
1 10 11

1
det(A)

, quanto vale A=1?

.Agl.

° Video 09 - Criptografia




Leitura Complementar

Para complementar seu estudo sobre as matrizes, consulte as fontes
relacionadas a seguir.

. MUNDO EDUCAGCAO. Matrizes e determinantes.
Disponivel em:
http://www.mundoeducacao.com.br/matematica/matriz-

determinantes.htm. Acesso em: 16 set. 2011.

Nesse site, vocé encontrara mais informacdes sobre
matrizes e determinantes, além de links com varias
definicBes e operac¢des sobre matrizes.

J SODRE, Ulysses. Matematica Essencial: médio:
matrizes. Disponivel em:
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/mattri
zes/matrizes.htm. Acesso em: 16 set. 2011.

Essa é outra fonte em que vocé pode obter mais
informac¢des e aprender mais sobre as matrizes e suas
operacoes.

Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu a representar informacdes de forma
tabular em matrizes. Introduzimos a representacao das matrizes, com isso
vocé pOde conhecer tipos especiais de matrizes e conceitos relacionados
como as diagonais, os cofatores e os determinantes. Vocé também viu
importantes opera¢des sobre as matrizes e suas propriedades. Esperamos
gue todos os objetivos propostos tenham sido alcancados.


http://www.mundoeducacao.com.br/matematica/matriz-determinantes.htm
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/matrizes.htm

Autoavaliacao

2 —
1. Seja [ ] Se det(A) = 36, quanto vale x?
2x X
X X 1
2.5¢jal 0 -2 —1 |Sedet(A) = 0, quanto vale x?
8 x 0
3. Dada a matriz A a seguir, calcule sua adjunta.
0 20 3
A=|5 2 0
19 5 1
4. Compute a inversa da matriz A a seguir.
I 2 4
A=10 2 1
(3 1 2
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